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摘  要：莫尔圆在岩土材料的强度理论、应力路径以及地基承载力等方面具有广泛的应用。极点是莫尔应力圆上的一个特殊

点，具有惟一性，通过极点，可以求得任意分析平面的应力状态。特别是对于求解复杂状态下的应力问题，莫尔圆极点法具

有简便、快捷的优点。提出了定义极点的新方法——射线法，利用应力隔离体力的平衡法则证明了该方法定义极点的正确性

及惟一性，并且发现定义极点的平行线法和法线法是射线法的两种特殊情况。通过比较，发现不同方法所得到的极点位置并

不相同，但求得的任意面上的应力状态是相同的，而且平行线法更便于使用。然而，所提出的射线法能加深对莫尔圆极点的

理解，从而进一步推动其广泛应用。 
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A new method for determining pole point of Mohr circle 
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Abstract: Mohr circle is extensively used in strength theory of geotechnical materials, stress path and bearing capacity of foundations. 
The pole point is a special point on the Mohr circle. It is unique and can help to determine stresses acting on any plane. In particular, 
the pole point method is capable of solving complex stress problems. Based on the parallel line and normal line methods stated in 
textbooks of soil mechanics and material mechanics, a new method to find the pole point, i.e. the ray method, is put forward. The 
validity and the uniqueness of the ray method are proved by using the stress equilibrium method of the isolated element. It is 
concluded that the parallel line method and the normal line method are special cases of the ray method. The pole points obtained by 
using the parallel line method and the normal line method separately are not in the same position. But the desired stress state for any 
plane by using the two methods are the same. However, the parallel line method is relatively easy to use. Although the ray method is 
relatively complex to use, it can help to understand the concept of the pole point thoroughly. 
Keywords: Mohr circle; pole point; parallel line method; normal line method; ray method 
 

1  引  言 

极点是莫尔圆上的一个特殊点，具有惟一性，

通过极点可快速、简便地获得复杂条件下的应力状

态，从而避免采用复杂的理论公式。目前定义极点

的方法主要有两种：平行线法和法线法。国外主流

土力教材[1－5]及一些材料力学教材[6]等均采用平行

线法定义极点；而另一些材料[7－9]采用法线法定义极

点。Holtz 等[5]给出了平行线法确定极点时剪应力正

方向定义方法，但没有阐明其原因；李大勇等[10]证

明了平行线法极点的惟一性，对剪应力的正方向进

行了一般性证明。 
本文是对文献[10]研究成果的推进，提出了寻

找极点的新方法——射线法，证明了平行线法及法

线法是该方法的两种特殊情况。通过比较,表明平行

线法更具有使用上的便捷性，这可能是国外土力学

及材料力学广泛采用该法的原因，但射线法的提出

能加深对莫尔圆极点的深入理解，有助于推动其进

一步应用。在莫尔应力圆上，证明了平行线法及法

线法条件下，极点具有惟一性，由于在利用极点法
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求解应力问题时选用的参考平行线不同，这 3 种情

况（即平行线法、法线法及射线法）下的极点不是

同一个点。需要注意的是，选取正确的正应力和剪

应力方向也是确定极点正确位置的重要因素[10]。按

照土力学的应力方向规定，正应力以受压为正，则

剪应力必须以绕单元体逆时针为正。 

2  确定极点的射线法 

在 σ-τ 坐标系下，应力单元体 ad 面及 ab 面上

的应力已知（见图 1(a)），可画出该单元体应力状态

下的莫尔圆（见图 1(b)）。在该应力单元体的 ad 面

上任取一点 g，过该点做与该面的顺时针夹角为 α
（0°≤α≤180°）的射线 ge。同样，在 ac 面上取任

一点 h，过该点做与 ac 面顺时针夹角为 α 的射线 hf。
过莫尔圆上点 C(σx，τxy)做 ge 线的平行线交圆于点

P，则该点即为极点，笔者称此确定极点的方法为

射线法。当 α=0°，即为平行线法；当 α=90°时，即

为法线法。 
过点 P 做 hf 线的平行线交圆于点 E，则 E 点坐

标（σθ，τθ）即为所求平面 ac 上的应力值。 
 

 
(a) 应力单元 

 
(b) 莫尔圆 

 
图 1  应力单元体与对应的莫尔圆 

Fig.1  Stress element and the corresponding Mohr’s circle 
for stress  

3  射线法确定极点的准确性 

3.1  极点法求解未知平面的应力 
对一倾斜单元，ad 及 dc 面上的应力已知（见

图 2(a)），应力单元体所对应的莫尔应力圆如图 2(b)
所示。在该应力单元体上，过 d 点做射线 dh，令其

与 cd 面夹角为 γ，过 a 点做射线 ak，令该射线与

ae 的夹角为 γ（见图 2(a)）。在对应的莫尔圆上过已

知应力点 C(σx，τxy)做 dh 的平行线交圆于 P，过 P
点做 ak 的平行线交圆于 F'，则 F'点的坐标（σβ，τβ）

即为应力单元体上平面 ae 上的应力值。 
 

 
(a) 倾斜应力单元 

 
(b) 莫尔圆 

 
图 2  倾斜应力单元体与所对应的莫尔圆（射线法） 
Fig.2  Inclined stress element and the corresponding  

Mohr circle (ray method) 
 
3.2  旋转作图法求解给定作用面上的应力 

作用面旋转法求解未知平面上应力的方法为：

根据平面 ae 与平面 dc 的位置关系，即其外法线夹

角为 90°+β（如图 3(a)所示），在莫尔圆上，将点C(σx，

τxy)，即作用面 dc 上的应力，逆时针旋转 2(90°+β)
得到点 F(σβ，τβ)（如图 3(b)所示）。 

极点法作法如 2.1 节所示，P 点即为极点，过 P
点作 ak 的平行线交莫尔圆于 F'点，即为 ae 面上的

应力。 
在图 3(a)中，∠kad=γ+β，∠adh=90°-γ，由三

角关系知，∠agh=∠kad+∠adh=90°+β。又如图 3(b)
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所示，∠CPF'=∠agh=90°+β。由圆弧 CDF 对应的

圆 心 角 为 ∠FOC=2 （ 90°+β ）， 由 角 度 关 系

∠FOC=2∠CPF'，即∠CPF'是圆弧 CDF 对应的圆

周角，所以点 F 与点 F'重合，说明极点法与旋转作

图法所得到的结果相同。 
 

 
(a) 应力单元体 

 
(b) 莫尔圆 

 
图 3  应力单元体与所对应的莫尔圆（旋转法和射线法） 
Fig.3  Stress element and the corresponding Mohr circle

（rotation and ray method） 

 
当应力作用面不互相垂直时，即它们的应力值

不位于莫尔圆直径两端，旋转作图法遇到了很大困

难。然而，利用隐含存在的极点及这两个不共直径

的应力点，它们是不共线的 3 点，因此，可以方便

做出莫尔圆，从而解决决复杂应力问题[10]。 

4 射线法确定极点的惟一性 

已知单元体的平面应力状态（见图 4(a)），一旦

极点的定义方法确定，在莫尔圆上有且仅有一个极

点与之对应，即极点具有惟一性。采用反证法证明，

假设极点不惟一，若主应力求得极点 P'（见图 4(b)）
与由已知应力平面 de 利用极点法作图得极点 P 不

重合，则证明极点不惟一；否则，极点惟一。 
证明过程如下： 
过点 d 做射线 dk，与直线 de 的夹角为 γ。过点

c 做射线 ch，与作用面 bc 夹角为 γ。过点 c 做水平

辅助线 cg，竖直辅助线 cf（见图 4(a)），两者互相

垂直，由几何关系可得∠bcf=α，∠gch=α+β-90°，
由几何平行关系（见图 4(b)），∠BAP'=α+β-90°。 

过点 A 做 ch 的平行线交圆于 P'点。过点 C 做

dk 的平行线交莫尔圆于点 P，过点 C 做水平射线

CF，过点 C 做 AB 的垂线交 AB 于 D，过点 C 做 de
的平行线交 AB 于 E，连接 PO1（见图 4(b)）。 

 

 
(a) 应力单元体 

 
(b) 莫尔圆 

 
图 4  应力单元体与所对应的莫尔圆 

Fig.4  Stress element and the corresponding Mohr circle  
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1 3
1 cos2

2
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          （4） 

在图 4(b)的△DO1C 中，有 1
1

tan C=
CD

DO
O C

   

tan 2 ，即∠DO1C=2β。 
由应力单元体与莫尔圆上直线的平行对应关

系，可知∠PCF=∠kdi=180°-α-β-γ，则∠DCP= 
90°-∠PCF=α+β+γ-90°。在△DCO1 中，∠DCO1= 
90°-2β，所以， 

∠PCO1=∠DCP+∠DCO1=α+γ-β      （5） 

在△PO1C 中， 

∠PO1C=180°-2∠PCO1=180°-2(α+γ-β)   （6） 

因此， 

∠PO1B=∠CO1D-∠CO1P=2(α+γ)-180°   （7） 

所以∠BAP=α+γ-90°，因此，∠BAP'=∠BAP，
即点 P 与 P'重合，说明极点具有惟一性。 

5  射线法解决平面应力问题算例 

图 5 为给定的平面单元体应力状态[11]。由莫尔

圆直径上的两点 A、B 可作出相应莫尔应力圆（见

图 6(a)）,利用极点法得到隔离体上 ac 面的应力值

（见图 6(b)）。 
 

 
图 5  平面应力单元体 

Fig.5  Stress state for two-dimensional element  
 

分别用平行线法与射线法在莫尔应力圆上作平

面 ae 上的应力。平行线法作图步骤如下：在莫尔应

力圆上（见图 6(a)），过 B 点作 be 的平行线，与莫

尔圆的交点为 P。过 A 点作 ab 的平行线，交莫尔圆

于 P 点，该点即为平行线法下的极点。过 P 点作 ae
的平行线交莫尔圆于 C 点，则该点的坐标（436.6，
-136.6）即为平面 ae 上的应力值，即 σae=436.6 kPa，
τae=-136.6 kPa，负号表示剪应力绕隔离体顺时针方

向。 

射线法作图步骤如下： 
在 ab 上取一点 k，过该点做与 ab 逆时针夹角 α

为射线 kj，相同的，在 be 上作 fi，在 ae 上做 gh（见

图 6(b)）。在莫尔应力圆上（见图 6(a)）过 A 点做

kj 的平行线交莫尔圆于 P'点，过 B 点作 fi 的平行线

交圆于 P'，该点即为射线法定义下的极点。过 P'
点作 gh 的平行线交莫尔圆于 C 点，由此得到截面

ae 上的应力值 σae=436.6 kPa,τae=-136.6 kPa。 
 

 
(a) 莫尔圆 

 
(b) 隔离体 

 
图 6  莫尔圆及隔离体 

Fig.6  Mohr circle and isolated element 
 
通过两种方法所得到的结果进行对比，射线法

与平行线法做出的结果是一致的，但平行线法比射

线法在使用上更便捷。同时，该例也说明作极点的

方法不同，极点不是同一个点。 

6  结  论 

（1）提出了定义极点的射线法。平行线法和法

线法是射线法的特殊情况，而平行线法更具有使用

上的便利。 
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（2）射线法、平行线法及法线法所定义的极点

不是同一个点，然而特定方法下的极点位置是惟一

的。这 3 种方法虽然所得的极点位置不同，但求得

的应力是相同的。 
（3）应用射线法时，必须先定义射线与作用面

具有相同的夹角和一致的转向，否则会导致错误的

极点位置。 
（4）通过利用平行线法和射线法对平面应力单

元进行应力分析，说明不同方法下，得到的结果相

同，但是极点不是同一个点，平行线法在使用上比

射线法更具便捷性。 
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